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Αγαπητοίφίλοι,

μαθητέςκαισυνάδελφοι,

μιακαινούργιασχολικήχρονιά ξεκινάει

μεενθουσιασμό,μεσχέδια,μεόνειρα,

σ’ έναπεριβάλλονμεπολλάαπρόοπτακαι εμπόδια.

Μεαποφασιστικότητα,

ναδούμεμεπροοπτική τομέλλον.

Ο κόσμος, ηεργασία, τοπεριβάλλον, και τοέξω

πουξέραμε,δενθαείναι το ίδιο

θαέχειάλλαξει, θαέχει νέαδεδομέναπουπρέπει νααντιμετωπίσουμε.

Ναζούμε το τώρακαι ναπροσέχουμε τουςεαυτούςμας.

Μακάρι τοαπρόοπτοναέχει καλήεξέλιξη

κ ναείναι ευνοϊκόγιαόλοτονκόσμο.

Μέχρι τότενα ζούμεμε όλους τουςκανόνεςασφαλείας,

γιαμια ζωήαισιόδοξη, πιόγεμάτη,πιό χαρούμενη.

εργασίες

κατανόηση

Αςχαθούμεγιαλίγοστασχήματα,στουςαριθμούς,

στις έξυπνεςλύσεις τωνασκήσεων

καιαςαφεθούμεγιαλίγοστο τυχαίο,

στηλογικήερμηνεία τωνπραγμάτων.

ναεπιμείνουμεσεό,τιμαςκάνει καλύτερους,

γενικά

αι

με τηνελπίδα ενόςκόσμουπουθάναι πιο ανθρώπινος,

“ δ

Σας ευχαριστούμε για τις εύστοχες παρατηρήσεις σας και για τις πολλές

συναδέλφων και μαθητών, από όλη την Ελλάδα. Προσπαθήσαμε

να αξιοποιήσαμε τις περισσότερες. θα δημοσιευτούν κ

Σαςευχαριστούμεγια την και ναείστεπάντακαλά.

Σε επόμενα τεύχη αι

οιυπόλοιπες,ανάλογαμε τηνεπικαιρότητα, κάθεφορά, τουπεριοδικού.

εν σταματάμε να κάνουμε πράγματα επειδή γερνάμε,
αλλά γερνάμε επειδή σταματάμε να κάνουμε πράγματα ”.

Υ.Γ. :

Rosamunde Pilcher [1924-2019]
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    1f x f x   -
     f x x . 

)       1–1  
 f–1   . 

 
) .  

:   f    
,   f(A)   ,  
 f  1 1  .  f–1   

 f( ),   A  :  
1f x y x f y ,  1f f y y , y f A    

   f   .  
   1f   ,  

   1 2y , y f A  : 
1 1

1 2 1 2y y f y f y    1 2y , y f A  
 1 2y y  : 1 2y y  

f
1 1 1 1

1 2 1 2f f y f f y f y f y
1

 

    f   -
. 

) . 
:    0x A  

1
0 0f x f x      0 0f x x . -
  0 0f x x  (1).   f   

     1f     
(     )  

1
0 0 0 01 f f x f x x f x , . 

, 0 0f x x    0 0f x x  
,  x0      

f x x . : 1
0 0 0 0f x x x f x  

1
0 0f x f x    0x    

 1f x f x . 
) . 
  f x x 2    

     1f x x 2, x   
H  1f x f x      

      f x x  
    x 1 . 

)  

  
x, 0 x 1

f x
x 1, 2 x 3

  -

,     
1

2
f

x
x  

x, 0 x 1
1

 
1, x

, 

      0x 1 . 

 6 
 f:    

1f   f x f y x y  ,
 
 

 x,y , (1) 0,1 .   :  
)   f . 
) 1 1f x f y x y     x,y     (2)  
) H f –1    . 
)    1f x x       

 . 
  

)  1 2x , x R  1 2f x f x   

1 2 1 2 1 2 1 2
1 1f x f x x x x x 0 x x

 (0,1) .   f  1 1,  -
. 

)  f R R     (1)   
 x,y   1f x  x  1f y   

y    . 
)  0x f R   

0

1 1
0x x

limf x f x . 

  (2)  0y x . 
1 1

0 0f x f x x x
1 1

0 0 0x x f x f x x x .  

0 0

0 0
x x x x

lim( x x ) 0 , lim( x x ) 0 .  -

      

00

1 1 1 1
0 0x xx x

lim( f x f x ) 0 lim f x f x  

)      1f x x      

1 2x x ,   1
1 1f x x   1

2 2f x x . 
   (2): 1x x   2y x  : 

1 1
1 2 1 2f x f x x x  

1 2 1 2x x x 1x  . 
,   1f x x      

 . 
 7 

 f:   f   
3f x 5f x x 5 ,   Rx  (1). 
)      f   

 .  
)      f  

    1f . 
)        

  f  1f . 
)     x 3f 2e x 8 2 . 
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)  0x     

0
0x x

lim f x f x . 

 0x x  (1) : 
3

0 0 0f x 5f x x 5  (2).    
  (1)  (2) : 

3 3
0 0 0f x f x 5f x 5f x x x  

2 2
0 0 0f x f x f x f x f x f x 5  

0x x 0
0 2 2

0 0

x xf x f x
f x f x f x f x 5

 

(  2 2
0 0f x f x f x f x 5 0 ) 

: 

0
0 2 2

0 0

x xf (x)  f (x )  
f x f x f x f x 5

0 0 0
0

| x x | | x x | | x x | f
5 5

(x)  f (x )
5

 

 
0

0

x x

| x x |lim 0
5

  
0

0

x x

x x
lim  0

5
, 

     

0
0x x

lim f x  f x 0   
0

0x x
lim f x f x . 

   f    . 

)  1 2x , x R   1 2f x f x . : 
3 3

1 2
1 2

1 2

f x f x
f x f x

5f x 5f x
  

3 3
1 1 2 2f x 5f x f x 5f x

1 2 1 2x 5 x 5 x x .   f  1 1  -
 .    

    f      
    f x y   (1) -

: 3 3y 5y x 5 x y 5y 5               
1 3f y y 5y 5 , y R  

 1 3f x x 5x 5  x R  
)         

  f  1f     
1f x f x       -

 1f x x ,    f, 1f   
       

   5. : 
1 3 3f x x x 5x 5 x x 4x 5 0

x 1.       (1, 1). 

) x 3 x 3 1f 2e x 8 2 2e x 8 f 2
x 3 x 32e x 8 13 2e x 5 0  

H      x 3 .  
   x 3g x 2e x 5, x R  -

       
 1 1 ,    x 3   . 

  
 

    
 

 
     -

 ,      
    ,  

       
. ,    ,   

   ,    -
  ,  ,  , 

 .       
       

      
 

     
   

     -
    ,  

     
  ,    

  . 
    -

    . -
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,  , , 
, , . . .   -

   , , Gask, 
Thomson, , Herzberg, -

,  , , , 
,  . .  

 

 : www.hms.gr 
 



  117 (2020) .1/44 

:     
                                                                                                 . ,  
 

                                                                                      .  
 

 1. f : R R     
    : 

3f x 3f x x 0 ,    x R . 
. )    f 0 . 
)      f  1 1 . 
)   f     R ,    

   1f      
 1 3f x x 3x , x R . 

)    :  

i) 1x 0

xlim
f x

    ii)  
1

2x 1

f x 4
lim

x 1
 

. )      f  
   R     g 

 f xg x e f x x     
 R. 

)      1g 1 . 
 

. )  x 0      : 
3f 0 3f 0 0 0 2f 0 f 0 3 0 f 0 0. 

)  1 2x , x R   
3 3

1 2
1 2

1 2

f x f x
f x f x

3f x 3f x
3 3

1 1 2 2f x 3f x f x 3f x

1 2 1 2x x x x ,     1 1 . 
)   f   1 1 ,   

      R   
     x   1f x   

    1f f x x . 

: 
3

1 1 1f f x 3f f x f x 0
3 1 1 3x 3x f x 0 f x x 3x,x R  

) i) 1 3x 0 x 0

x xlim lim
f x x 3x

2x 0

x 1 1 1lim 1
x 3 3x 3

 

ii) 
1 3

2 2x 1 x 1

f x 4 x 3x 4lim lim
x 1 x 1  

x 1

x 1
lim

2x x 4

x 1

2

x 1

x x 4lim 3
x 1x 1

 

. ) 1  :  1 2x , x R  1 2x x  
 : 

3 3
1 2 1 1 2 2x x f x 3f x f x 3f x

3 3
1 2 1 2f x f x 3f x 3f x 0  

2 2
1 2 1 1 2 2f x f x f x f x f x f x 3 0

1 2 1 2f x f x 0 f x f x ,  
  f      R ,   

    
2 2

1 1 2 2f x f x f x f x 3    
 1y f x      

2 2 2
2 2 2f x 4f x 12 3f x 12 0

 2 2
1 1 2 2f x f x f x f x 3 0 . 

2  : 3f x 3f x x 0
3f x 3f x x ,   x R . 
  x x    

 R .    3h x x 3x,x R , 

  3h f x f x 3f x  :  
3 3

3 31 2
1 2 1 1 2 2

1 2

x x
x x x 3x x 3x

3x 3x

1 2h x h x ,   h     
 R .   1 2 1 2x x x x   

h

1 2h f x h f x
<

1 2f x f x    
f      R .  

 1 2x , x R  1 2x x .  : 

f .
1 2

1 2
1 2

f x f x
x x

x x

1 2f x f x

1 2

1 2

e e
f x f x

x x

1 2g x g x    g      R . 
)   g      R ,  

 1 1 ,    1g .  x 0   
f 0 0g 0 e f 0 0 e 1,  1g 1 0 . 
 2.    f : R R ,  

   x,y R    : 
f x y f x f y 2xy . 
)     2f x f x 2x   

 x R . 
)  

x
f xlim 0   

x
lim f x 1 ,  
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  . 
)  

x 2
limf x 1 ,    

x 4
limf x  

)      
2g x x x , x R   R ,  

  . 
 )      

(f x y ...... ,   x, y R )   
     f 0 .    

   x, y R ,   x y 0
 : 
f 0 0 f 0 f 0 2 0 0 f 0 0  

      y   

x   : f x x f x f x 2x x  
2f 0 f x f x 2x  

2f x f x 2x 0 2f x f x 2x  
)        

x k
lim f x  

      
x m
lim f x ,  

      
.   

x
lim f x 0 . 

   x   u  ,   x  
 x    u  : 

2f u 2u f u

x u
limf x lim f u

2 2

u u
lim 2u f u 2 lim f u . 

 2

u
lim f u 2    

x
lim f x 1, 

  2 22 1 2 1 0
011 1

2
. 

)     
x 4
lim f x    

 
x 4

x xlimf
2 2

 .      

   
x 4 x 4

x xlimf x limf
2 2

x 4

x x x xlim f f 2
2 2 2 2

2

x 4

x xlim 2f
2 2

.   x
2

  u ,  

  x 4   u 2    
2

2

x 4 u 2

x xlim 2f lim 2f u 2u 10
2 2

 

 
x 4
limf x 10 . 

) 2g x y x y x y

2 2x 2xy y x y
2 2x 2xy y x y g x g y 2xy  

 3.    
f ,g : 0,1       : 
i.   f     

   2f 0 e , 4f 1 e     
x 0,1   f x 0 , 

ii. g x ln f x ,   x 0,1 . 

)      : y 3   
    g   

  o oM x ,3   ox 0,1 . 

)     0,1   

 2 1 2f f f
3 3

. 

 )   g x ln f x   

  0,1     
.  x 0   

2g 0 ln f 0 ln e 2    x 1   
4g 1 ln f 1 ln e 4 .    

 3     g 0   g 1 , 
 ’      

   ox 0,1   

og x 3 ,    y 3   gC  
   .  

)    g x ln f x   

  0,1     M   
  m   0,1 ,    

m g x M    x 0,1 .  1x
3

 

 1 1m g M m ln f M
3 3

(1) . 

 2x
3

  2m g M
3

  

2m ln f M
3

   (2) . 

    (1)   (2)  : 
1 22m ln f ln f 2M
3 3  

1 2ln f f
3 3

m M
2

   3 . 
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   3 ,    0,1  

 

1 2ln f f
3 3

g
2

 

1 2ln f f
3 3

ln f
2

2 1 2ln f ln f f
3 3

2 1 2f f f
3 3

 

 
   2020 – 2021 

   
1.    f : A R  

1 1 ;                                                      [ : 4] 
2.   :  

«    f   1 1     
   ,     

   .» 
       

      .              
[ : 1 + 4] 

3.      
,      

  ( )   ( )    
    .   [ : 2x8=16] 

)   f, g  ,   
 x R ,    f x g x .  

)    f    ’ 
  ,    (– f )  

   . 
)    f  g  1 1   R , 

    gof   1 1   R . 
)     ,    

 . 
)   f  1 1     

 A,    1 2x ,x A   1 2x x   

1 2f x f x . 
)   f       
   ox A  ,  of x , 

   x A   of x f x . 
)   f     

      ,  
 1 2x , x   1 2x x  ,  

1 2f x f x . 

)    M ,     
    f,  

  M ,     
  1f . 

   
    R  

f , g      R     
: 1f g(x) 2 4 x     

1g 8 2x f 4 x x    x R  

A.    f x x 1, x R   

g x 3 x , x R .                        [ : 10] 
B.   h(x) f g x   x 1 . 

.     h    
   .  

.      :  
  hC     x x 
  hC    y y.  

.       
   ,   
     1, 2,  3  

        
  h   1h ,   

 . 
 

       
 1                           2                   3 

[ : 15] 
   
 f , g :     

xf x x e 1  g xg x e x 1 , x R . 
1.        

   f ,     
xx '                                                       [ : 4] 
2.      g    

  R .                                        [ : 5] 
3.     gof x 0. [ : 7] 
4.      g   

       1g .             [ : 9] 
 

   
   xf (x) e ln x 1 1 .  

i)    f     .  
                                          [ : 7] 

ii)     
2x 2e ln x 1 1 . 

                                        [ : 8] 
iii)     

2x x 2
2

x 3e e ln
x 1

.                   [ : 10] 
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 ,     

  
                   

 ,                
      , ,          . 

            ,      
                   

 .  ’             1  
              

 .  
    

    ,     
 ’ 2,     

fC   gC    f  g     

    [ , ],     fC   

      gC    x , . 
( .1) 
        :   

   gC       , 

    “ ”  fC ;       
      :  

   ,    
. 

 

 
 1 

    ,       ,        
  1.              ,   

  . 
 

 1 
   f, g       ,  :  

f x g x    x ,  
)     0x ,  , : 

0 0f x f x g x g x    x ,   

)        0 0r 0,f x g x  : 

f x g x r    x , . 
  

)     h x f x g x , x ,  
  h        , ,       

     ,        m , m 0 . ,  

                                                 
1                  (  

 Richard Courant,            “  ”).  
               [3]   .  

2                  
 3   ,    2019-2020. 
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0x ,     h x m    x , ,  0 0 0m h x f x g x 0  
  x ,   0 0h x m f x g x f x g x 0 0f x f x g x g x  

)    0 0r 0,f x g x ,    r  0 00 r f x g x ,    

   0 0f x g x f x g x r  
 f x g x r    f x g x r    x , .  

 1 
   f x g x r      )    ,     , 

    gC       r,   gC     fC . 
 2 
  h x f x g x   ( )       fC   gC ,  

      . 
  

    
   ,    

 ,     

x x
lim f x g x lim f x g x 0 , 

      
gC       ,  

  “ ”  fC ; ( .2) 
      

  ,   ,    
,        
         ; 

 

 2 

          f  g    
   ,   

x
lim f x g x 0 ,  

x
lim h x 0 ,  h x f x g x  

 x , . 
    r,  f x g x r    x , . 

  
x x

f x g x r h x r lim h x lim r 0 r ,   . 

,           ,  
    f  g       ,   

x
lim f x g x 0 ,        gC      ,   

(  gC )   “ ”  fC . 
 2 

  Oxy      ,0 , ,   .  f   
     f f 0         

      ,     1 2, ,  

,        f    1 1,f   

2 2,f    . 
 

    2   ,        3,   
   “  ”. 

         :  
)          ,  )   ,   , 

           . 
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   f f 0       fC   f    

    A ,0   B ,0 ,       
    x x .  

 
 3 

 M t,f t       fC    ,   A  B,  

T t,0      M    AB. 
  f          

, t   t, . ,    1 , t     

2 t,  , :  1 1

f t f f t
f f

t t
,   (1) 

                                           2 2

f f t f t
f f

t t
,   (2) 

  (1)  (2) : 
2

1 2 22

f t
f f

t
,    (3)  

        MTK  
2 2 2KM KT MT ,  22 2t f t ,  (4) 

  (3)   (4)  1 2f f 1 , ’     

  fC     1 1, f   2 2, f   . 
 

        M         
   3.    ,  ,   ;  

 
       M   x x      K  , 

    MTK   T     K,   : 

t   f t .    (1)  (2)  1

f t
f   2

f t
f ,    

 
2

1 2 2

f t
f f . ,      f t ,  

2

1 2 1 22

f t
f f f f 1

f t
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         fC     1 1,f   

2 2, f    . 

 3   
  f    [0,1]   : 

f 0 0 , f 1 1   f 0 0  
    0,1  ,  f 2 . 

      

      f x 2x ,     2f x x 0  

    0,1 .             
      Rolle   2g x f x x ,  x 0,1 . 

 g 0 0   2g 1 f 1 1 1 0   g 1 0 . 
 g 0 0 ,           Rolle  

  g ,      0,1     g 0 . 
         g 1 0      

   0,1   g 0 ,      Bolzano   
,1       ,1  ,  g 0 . 

   ( ) 
     0,1   g 0 . ,   

   x 0,1   g x 0 . 

: g x 0 2 f x
f x x x

x x 0 x 0

f x f 0
lim lim x

x 0
f 0 0 ,    

   f 0 0 .  
   0,1   g 0 . 

,    g     ,1    g g 1 0 ,   
 Bolzano   g  ,1     ,1   g 0 . 

,    Rolle   g   0,     
0, 0,1    g 0 ,  f 2 . 

 
       

      g x 0 ,  

   2f x x    x 0,1 .   
        

  f      2y x   
 0,1 .       
     ,     

 4.  
     

       
, ,   ,  

    . 
 2g x f x x   x 0,1 ,  g 0 0   

g 1 0 .  g x f x 2x , 

 

 4 
 g 0 f 0 0 .  
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      g  0    : 

x 0 x 0

g x g 0 g x
g 0 0 lim lim 0

x 0 x
,  1   

  x 0 ,   1    g x 0    0   .   0,1  
,  g 0 .   g g 1 0      g    

,1 ,    Bolzano   g  ,1     ,1   
g 0 . ,          Rolle  

 g   0, . 
    
  f    0,1    : 

f 0 0 , f 1 1  f 0 0  

     1f x x , 0,1 ,       

0,1 . 
 4  

  f : ,       ,    

   : f f f ,  ,    

. 

i.    . 

ii.       ,  ,     

    f     ,f     
  x x . 

 
      4   ,        

1 .  

’      f f f   f f 2f
2

,  

1 f f f
2 2

.  

               
      .  ’             

 4 (    . [5], . 12-15).   
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          ;   , 
 MoMath –             

  “  ”.   ,      
        ,     .  

       ; 

 
   Mo – Math Museum: 

https://www.youtube.com/watch?v=Z6AXKnse0E8 
 

    ,   ,       
   ,           

   . 
 

 1          
   : «    »    : «    » 

        y     2.   
  C        C , C       

 ( . ).  
)      . 

 
      , : 
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:            . 
)        ,          . 

 
     : 

 

        ,   . 
      : 

 

  , :  

 
 

 2          
                  : «     –  » 

     (       x x)   

  2,         ,   
     ( . ). 

 

              
    .  

)         C   . 
)        C      . 

 
 .      C     ,      C 
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        (  ),        
  ,           

,    = 2 .         
   . 

 

        
 
2.             :  

)     ,        x x,     
. 

)       ,           
,    . 

(      ,          ,  
           ,     

). 

      . 
3. N            C     

  .   ,          . 
        ,        
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1.             .  
)    ,       y y,  
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)     ,  
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)         ,        
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 .  

:     ,     “    
   “         ,  

 ,           .  
              

,         <60°      , 
       . 

  ,       ,   175 , 
: “       ,    ;” 

              
Steiner –Lemus*,     . 

     ,    “  ”,    
*     .         

            =36°, =132°, =12° 
     ,  = = = .   ,    

“ ”      = ,       
 ,    36°, 132°, 12°           

     . 

§1.1.   :   ,   =B , = A, =AB   
=½( + + ),    ( , ),   ( , )  ( , R)  

   . , = ,  =  , =h       
 ,  ,      ,      , . , 

2R= =      ( , R) (  . 1).  

§1.2.     : 
  .    =2Rh      

: E=½ h = (  – ), , = ( )= (2Rh ) =4R(½  
h )=4R.    = 4R (  – ) (d1) 

   ,        
:  u  BM= = =   (d2) 

  = =  –  ( .1),  –  =  –  ZN=EN (d3) 
    IZI E  .  d      

 ,  d  MN = ½(   – )  
 d = ½(   – )   =  + 2d (d4) 

      u²= ²= . =2R.   
  = u² = 2Rd (d5) 

  (d1), (d4) & (d5):   =(  – )(4R  + 4u²) (d6) 
  ,  x  x     (d2): 

    AM=AI+MI= +   x+u  (d7) 
      :  

² = , ² = , ² =  
§2. :   AB         §1.1. 

  : 
( )   R, R, . . (  ) > >0    R, 

. . > > >0   ,            
,         = ,     . 

                                                 
*   :   ,   ,   .    

 ,      Steiner –Lemus (      
)         . 
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( ) {  = }      ( = )    AI=2.  
( )   AI=2.   .  ,     =   >60°> > . 
( )  { >60°}        . }  
  { =  }      ( = )  
(    . Steiner –Lemus    ) 

 ( ): =   ²= ²   =   
 (  – ).(  – )²  – (  – ).(  – )²= 0       

=   (  – ) { ³  – ( + ) ² +3  – ( + }=0   { =   = },   1    ( ) 
 ,  ,   , .  

, {   =  }  f( )  ³  – ( + ) ²+3   – ( + )=0  (1). 

:   > >0,      (1) f( )=0     
 . . > > >0  |  – |=  – < < + . 

 :     = x +    f( )=0    

: f(x)  x³ + mx +n = 0  m = 3  –   n =  – .  

   +  =  [( )³+(3  – )³] =(…)=  [   – 5 ³ +15 ² ²  – 5 ³+  ] = 

=  [ ( ²  – )²+( ²  – )² +  ² ² ]. ,  >0, >0, >0. ,   (1)    
   (  [3]  [4]).     f( ): 

f( )= (  – )<0, f(  – )= –2 ³<0  f( )= (  – )>0 

f( ).f( )<0    Bolzano     R . . 0, > > >0 . 

 f(  – ).f( )<0       R . . 0<  – < < .< + . . . . 

 1 :     R  R, . .. > >0   
  R . . ,           ,  =  

    – :  > > >0  > >   (1 ) 

   f( )=0:     =  +  +   (1b) 
 2 :   .  . . { = } { > }  { = } { > } 

           ,   
    .  >   . ,     –

   ,  = ,      (1b),     
 ,     x =  ,    ³. 

 ( ):  (1)     : (  – ) ( ² +  )  –  = 0 (2) 
  (d6): (2)  (  – ) { ² +   – 4 R  – 4u²} = 0  ² +   – 4 R  – 4u² = 0 (3) 
 =2R h   ²=4(½ )²=4BN²=4(u² –d²),  (3)  2Rh  –4R  –4d² = 0 (4) 

     (  . 1)      A   IZ   K 
 , .   KAM IM AMP ( )    AM, IM, MP, 

         = M=A P.   

 =  =    =  =  

u² = 2Rd,  1  & 3   : 2R (h +d) = (x+u)²  2Rh  = (x+u)²  – u² (5) 
u² = 2Rd,  2  & 3   : 2R ( +d) = u.(x+u)   –4R  = 2u (x+u) – 2u² (6) 

 (5) , (6):  (2)  (4)  { (x+u)²  – u² }  – {2u(x+u) – 2u² }  – 4d² = 0 
 (x+u)² –2u.(x+u)+ u² –4d²=0 : x+u=u±2d  x=2d (  x= –2d<0  ) 

: {   =  }  = x=2d=2.   = +2.   (7) 
 ( ):    AI=2. .  ½  .  <180°  0°< <90°  

v = =  > 0       (0°, 90°).  
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,   2R= ,       : 

{ =2. }  {AM=MI+ =MB+2.   M =2R}  {MB+2.   }   

{  }  {1+2v  }   v>0  {v+2v² –1 0}  {2(v+1)(v –½)  0}  
 {v –½  0},   (v+1)>v>0  {v=   ½= 30°}  { =½ 30°}   

{  60°}. ,   :  
{ =2. }  { }  {  60°}. 

 = P=2R  =60°     = ,      ,  
  =60°     . . . . (1  ). 

   , < =2R    <60°,        
   ,   , , = > =  ,    = = . 
 <60°     (1 ) > > ,  ,       

     60° : >60°> >  . . . 

 ( ):     =      . ,  
{{ = } { }}={{ = } { = }} {{ = } { > }}={{ = } { = }},   

 .   {{ = } { > }}   2    ( ).     
 .   >60°    . 

,   { 60°  AI=2.MN }  { 60°  AI 2.MN}  { >60°  AI 2.MN}  
{ >60° = }  {AI 2.MN  = }     ,   ( )   

. . . . 

§3.      = : 
  .  =    

= <60°.   c(O, R= = )  
      . .     

 “ ”       ( . x. 2)  
            , 

  , . 
        

=2. ,  = +2.  ( . .2).   
( , )    c(O, R)     , 

   (  )    
   . , = = = 

=  <60°, = ,    ,  , 
= =2       §2,   

   = . . . . 

 

:  

[1]  Corliss J.J. (1939), “If two external Bisectors are equal, is the triangle Isoskeles?“  – School 
Science and Mathematics Journal, vol. 39, issue 8, pp 732 –735. 

[2]  H. S.M. Coxeter & S.L. Greitzer:: Geometry Revisited, 1967 Mathematical Association of 
America 

[3]  Burngton: Handbook of Mathematical Tables and Formulas.  

[4]  Web site: Cubic Formula, Wolfram MathWorld 

[5]  Conway J.  – Ryba A.: The Steiner –Lehmus angle –bisector theorem Mathematical Gazette, Vol 
98. No. 542, 2014.  

. 2 
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 ,  ,  ,      
              .  

  
 “ ”   :   

    =36°, =132°, =12°    
         . 

, = = .  

:        
 ,         

           
,     =36°> =12°.     

 = =½(   – )=½(36°  – 12°)=12°=    
   = = = . (1) 

,   = =½(   – ) =½(132°  – 36°)=48°=180°  – 132° = 180°  –  = 
      = = =  (2).  (1)  (2)  = =  . . . 

  

§ 1: =   ² =  = ² =   

=   (  – )(  – )² = (  – )(  – )²  (  – ²)( ²+ ² –2 )=(  – ²)( ²+ ² –2 ) 

 ² + ²   – 2   – ² ²  – ² ² +2 ² = ² + ²   – 2   – ² ²  – ² ² +2 ²  

          –2    – ² ² : 

( ² – ² )+( ² – ² )+( ² ²– ² ²)+(2 ²–2 ² )=0 ² ( – )– ( – )– ²( ²– ²)+ 2  ( – )=0 (…) 

(   – ) { ²2   – 2   – 2 ²( + ) + 4  } = 0  (  – ) { ³ –( + ) ²+3 – ( + )} = 0  ( ) 

(   – ) {(  – ) ( ² +  )  – } = 0  ( ) 

§ 2:  f( )  ³ –( + ) ²+3 – ( + )  > >0    

f( )= ³ –( + ) ²+3 ²– ( + )=– ²( +  – ) – ( +  –3 )= – ² – (  –2 )= – ( +  –2 )= (  – )<0 

f( )= (  – )>0,  f( )         

f(  – )=(  – )³ –( + )(  – )²+3 (  – )– ( + )=(  – )²(  –  –  – )+ (3  –3  –  – )= 

 –2 (  – )²+ (2  –4 ) = –2 ( ² + ² –2 )+2 ²   –4 ²= –2 ²   –2 ³+4 ² +2 ²   –4 ² =  – 2 ³<0 
§ 3:   f( )  ³ – ( + ) ²+3  – ( + ) = 0  > >0 

      = x +    f( )=0 :  

f(x)  (x+ )³ –( + )(x+ )²+3 (x+ ) – ( + ) 

f(x)  {x³+( + )x²+  x+ }  –( + ){x²+2 x+ }+3 x+ ( + )– ( + )  

f(x)  x³+( + )x² + x+  –( + )x² – 2 x – +3 x  

f(x)  x³+{3  +  – 2 }x+   –    

f(x) = x³ + mx +n = 0  m = 3  –   n =  –  .  

   +        f(x)=0         

>0.  = [ ( )³+(3  – )³ ] =  [( )²  – ( )(3  – )+(3  – )² ] = 

=  [  – ( + )² +  + 9 ² ² – 2 ( + )² +  ]=  [ ( + )  – 9 ( + )²+27 ² ²] = (…) 

=  [ –5 ³  +15 ² ²–5 ³+ ] (…)    

 =  [ ( ²  – )²+( ²  – )² +  ² ² ]   >0, >0,  > 0. 
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3) 4) 

     
 
)        12              

          .  ;  
)                 

     . 
i.                  

           : 
 

g( ) =  

 
     °C  t        . 

 
 t=6                 

20°C            40°C;     
        ; (    e 2,7). 

 
ii.                

  20°C        40°C;    . 
      ,      SARS-Cov-2 

    .        500.000.000 
 .              

,    : ,       ,  
1000    .  3        

      5.604.760.    2   
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               3 
 . ,     4,5    ’ . 
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 1 2 3 4     -
     R 1 .  -

  2
o 1 o 2(A A A A ) 5   
(   – ) 

 (   - ) 

 
      ,   

 2      
   ( , R).  

 R 1  : 

5
1 5

4
  2

5
5 5

2
 

 2
1

5 5( )
2

. 

,        

10
1 5 1
2

 

     2  : 

2 2 2
2 10

1 5 5( ) 4R 4 6 2 5
4 2

 

,  

2
o 1 o 2

5 5 5 5(A A A A ) 5
2 2

 

2    (   - ) 

 

 
   5z 1 0 , (1)   -

   ,       
1 2 3 4z , z , z , z  

        
  1 2 3 4A , A , A , A  . ,  

   oA (1, 0)     

 o 1 2 3 4A A A A A     -
 ,    ,  -

: 
o 1 1 o 2 2 o 3 3 o 4 4A A |1 z |, A A |1 z |, A A |1 z |, A A |1 z |

,      , 

: 
2

o 1 o 2 o 1 o 1 o 2 o 2(A A A A ) A A A A A A A A  

o 1 o 2 o 3 o 4A A A A A A A A  

1 2 3 4| (1 z )(1 z )(1 z )(1 z ) | ,  (2) 
  (1)    

4 3 2
1 2 3 4(z z )(z z )(z z )(z z ) z z z z 1 

  ,  z 1 : 
1 2 3 4(1 z )(1 z )(1 z )(1 z ) 5  
(2)

2
o 1 o 2(A A A A ) 5  

 
      

      , 
        -

     2    -
     1971 

 
     -

  – ,  -
 –     – -

,   - .  

O ΕυκλείδηςO Ευκλείδης
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2,5

4 :

2
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. 2 ,
: 2+5= 2 2 5= 2 .

: 2 2 = 10 , 2.5 = ( )( + ) 2.5=
=(80 x 18)/144, (49/12+31/12)(49/12 31/12) =10

2 = (41/12)2 .
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